
Ïðåäåë ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 1. Åñëè êàæäîìó çíà÷åíèþ ïåðåìåííîé x èç ìíîæåñòâà X ñòàâèòñÿ â
ñîîòâåòñòâèå ïî èçâåñòíîìó çàêîíó íåêîòîðîå (åäèíñòâåííîå) ÷èñëî y ∈ Y ⊂ R, òî
ãîâîðÿò, ÷òî íà ìíîæåñòâå X çàäàíà ôóíêöèÿ y = f(x).

×èñëî x íàçûâàåòñÿ àðãóìåíòîì èëè íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé; ìíîæåñòâî X �
îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè; ÷èñëî y = f(x) � (÷àñòíûì) çíà÷åíèåì ôóíêöèè â òî÷-
êå x; ìíîæåñòâî Y = f(X) � îáëàñòüþ èçìåíåíèÿ èëè ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé ôóíêöèè
f(x).

Çàìå÷àíèå 1. Ñòðîãî ãîâîðÿ, ôóíêöèÿ � ýòî îòîáðàæåíèå, òî åñòü ïîäìíîæåñòâî f
äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ X × Y òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ X ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ
ïàðà (x, y) ∈ f .

Îïðåäåëåíèå 2. Ìíîæåñòâî Bδ(a)\{a} = (a−δ, a)∪(a, a+δ) áóäåì íàçûâàòü ïðîêîëîòîé

îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a è îáîçíà÷àòü
◦
Bδ(a)

Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x) îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå X, a � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà X.

Îïðåäåëåíèå 3. (Ïðåäåë ôóíêöèè ïî Ãåéíå). ×èñëî b ∈ R (b = ±∞) íàçûâàåòñÿ
ïðåäåëîì èëè ïðåäåëüíûì çíà÷åíèåì ôóíêöèè y = f(x) â òî÷êå a, åñëè äëÿ ëþáîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} àðãóìåíòîâ ôóíêöèè, òàêîé, ÷òî {xn} ñõîäèòñÿ ê a, íî xn 6= a
∀n ∈ N, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f(xn)} çíà÷åíèé ôóíêöèè ñõîäèòñÿ ê b
(ê ±∞).

Îïðåäåëåíèå 4. (Ïðåäåë ôóíêöèè ïî Êîøè). ×èñëî b ∈ R (b = +∞,−∞) íàçûâà-
åòñÿ ïðåäåëîì èëè ïðåäåëüíûì çíà÷åíèåì ôóíêöèè y = f(x) â òî÷êå a, åñëè äëÿ ëþáîãî
÷èñëà ε > 0 íàéäåòñÿ âåùåñòâåííîå δ = δ(ε) > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî x èç ìíîæåñòâà
◦
Bδ(a) ∩X âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |f(x)− b| < ε (f(x) > ε, f(x) < −ε).

Îáîçíà÷åíèÿ: lim
x→a

f(x) = b èëè f(x) →
x→a

b.

Òåîðåìà 1. Îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ôóíêöèè ïî Ãåéíå è ïî Êîøè ýêâèâàëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ïî Êîøè. Âûáå-
ðåì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} àðãóìåíòîâ, òàêóþ, ÷òî {xn} ñõîäèòñÿ ê a,
íî xn 6= a ∀n ∈ N. Ïóñòü ε > 0 � íåêîòîðîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Òîãäà (â ñèëó îïðåäå-
ëåíèÿ ïî Êîøè) ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî δ = δ(ε) òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè

x ∈
◦
Bδ(a) ∩ X âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |f(x) − b| < ε. Òàê êàê lim

n→+∞
xn = a è xn 6= a, òî

íàéäåòñÿ íàòóðàëüíûé íîìåð N = N(δ) òàêîé, ÷òî 0 < |xn − a| < δ, òî åñòü x ∈
◦
Bδ(a) ∩X

ïðè âñåõ n > N . Çíà÷èò, äëÿ ëþáîãî n > N âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |f(xn)− b| < ε, ñëå-
äîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f(xn)} ñõîäèòñÿ ê b. Ìû ïîêàçàëè, ÷òî, åñëè âûïîëíåíî
îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ôóíêöèè ïî Êîøè, òî âûïîëíåíî è îïðåäåëåíèå ïî Ãåéíå.

2) Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî îïðåäåëåíèå ïî Êîøè íå âûïîëíåíî. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ñóùåñòâóåò òàêîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî ε > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî δ ∈ R íàéäåòñÿ òî÷êà
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x ∈
◦
Bδ(a) ∩ X, äëÿ êîòîðîé áóäåò èìåòü ìåñòî íåðàâåíñòâî |f(x) − b| > ε. Îáîçíà÷èì

δn =
1

n
äëÿ âñåõ n ∈ N. Ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ñóùåñòâóåò òî÷êà

xn ∈ X òàêàÿ, ÷òî 0 < |xn − a| < 1

n
, íî |f(xn) − b| > ε. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü {xn} àðãóìåíòîâ ñõîäèòñÿ ê a, íî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f(xn)}
çíà÷åíèé ôóíêöèè íå ñõîäèòñÿ ê b. Çíà÷èò, ÷èñëî b íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè è â
ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ ïî Ãåéíå.

Ïðèìåð 1. 1) Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x) = x. Ïóñòü a ∈ R � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî.
Òîãäà lim

x→a
f(x) = a, òàê êàê äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} àðãóìåíòîâ, òàêîé,

÷òî lim
n→+∞

xn = a, áóäåò âûïîëíåíî: lim
n→+∞

f(xn) = lim
n→+∞

xn = a.

2) Ïóñòü D(x) =

{
1, x− ðàöèîíàëüíîå,

0, x− èððàöèîíàëüíîå
� ôóíêöèÿ Äèðèõëå. Ïîêàæåì, ÷òî îíà

íå èìååò ïðåäåëà íè â îäíîé òî÷êå. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü a ∈ R. Òîãäà ñóùåñòâóåò
òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {x′n}, ÷òî lim

n→+∞
x′n = a, x′n 6= a, x′n � ðàöèîíàëüíîå, è ñóùå-

ñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {x′′n}, òàêàÿ, ÷òî lim
n→+∞

x′′n = a, x′′n 6= a, x′′n � èððàöèîíàëüíîå.

Òîãäà lim
n→+∞

f(x′n) = 1, lim
n→+∞

f(x′′n) = 0. Çíà÷èò, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ïî Ãåéíå, ôóíêöèÿ

f(x) íå èìååò ïðåäåëà â òî÷êå a.

Îïðåäåëåíèå 5. (Ãåéíå). ×èñëî b ∈ R èëè b = ±∞ íàçûâàåòñÿ ïðàâûì (ëåâûì)

ïðåäåëîì ôóíêöèè y = f(x) â òî÷êå a, åñëè äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} àðãóìåí-
òîâ ôóíêöèè, òàêîé, ÷òî {xn} ñõîäèòñÿ ê a è xn > a (xn < a) ∀n ∈ N, ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f(xn)} çíà÷åíèé ôóíêöèè ñõîäèòñÿ ê b èëè ê ±∞.

Îïðåäåëåíèå 6. (Êîøè). ×èñëî b ∈ R èëè b = +∞,−∞ íàçûâàåòñÿ ïðàâûì (ëåâûì)

ïðåäåëîì ôóíêöèè y = f(x) â òî÷êå a, åñëè äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ε > 0 íàéäåòñÿ âåùåñòâåí-
íîå δ = δ(ε) > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî x èç ìíîæåñòâà (a, a + δ) ∩ X ((a − δ, a) ∩ X)
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |f(x)− b| < ε èëè f(x) > ε, f(x) < −ε.

Îáîçíà÷åíèÿ: lim
x→a+0

f(x) = b ( lim
x→a−0

f(x) = b) èëè f(x) →
x→a+0

b (f(x) →
x→a−0

b) èëè

f(a+ 0) = b (f(a− 0) = b).

Îïðåäåëåíèÿ 5 è 6 ýêâèâàëåíòíû.

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x) = sgnx =


−1, x < 0,

0, x = 0,

1, x > 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî

f(0 + 0) = 1, f(0− 0) = −1, f(0) = 0.

Èç îïðåäåëåíèé ïðåäåëà ïî Êîøè ñðàçó ñëåäóåò

Óòâåðæäåíèå 1.

lim
x→a

f(x) = b ⇔ lim
x→a−0

f(x) = lim
x→a+0

f(x) = b.
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Îïðåäåëåíèå 7. (Ãåéíå). ×èñëî b ∈ R èëè b = ±∞ íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè
y = f(x) ïðè x → ∞, (x → +∞, x → −∞), åñëè äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}
àðãóìåíòîâ ôóíêöèè, òàêîé, ÷òî lim

n→+∞
xn = ∞ ( lim

n→+∞
xn = +∞, lim

n→+∞
xn = −∞), ñîîò-

âåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f(xn)} çíà÷åíèé ôóíêöèè ñõîäèòñÿ ê b èëè ê ±∞.

Îïðåäåëåíèå 8. (Êîøè). ×èñëî b ∈ R èëè b = +∞,−∞ íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè
y = f(x) ïðè x → ∞, (x → +∞, x → −∞), åñëè äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ε > 0 íàéäåò-
ñÿ âåùåñòâåííîå A = A(ε) > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ X, äëÿ êîòîðîãî |x| > A
(x > A, x < −A), âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |f(x)− b| < ε èëè f(x) > ε, f(x) < −ε.

Îáîçíà÷åíèÿ: lim
x→∞

f(x) = b ( lim
x→+∞

f(x) = b, lim
x→−∞

f(x) = b).

Îïðåäåëåíèÿ 7 è 8 ýêâèâàëåíòíû.

Îïðåäåëåíèå 9. Ôóíêöèÿ y = f(x) óäîâëåòâîðÿåò â òî÷êå a óñëîâèþ Êîøè, åñëè äëÿ
ëþáîãî ÷èñëà ε > 0 íàéäåòñÿ âåùåñòâåííîå δ = δ(ε) > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ òî÷åê

x′, x′′ ∈
◦
Bδ(a) ∩X èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî |f(x′)− f(x′′)| < ε.

Òåîðåìà 2. (Êðèòåðèé Êîøè ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà ôóíêöèè â òî÷êå). Ôóíêöèÿ
y = f(x) èìååò â òî÷êå a êîíå÷íûé ïðåäåë òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà óäîâëåòâî-
ðÿåò â ýòîé òî÷êå óñëîâèþ Êîøè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü lim
x→a

f(x) = b. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî

δ = δ(ε) > 0, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè x èç ìíîæåñòâà
◦
Bδ(a) ∩ X áóäåò âûïîëíåíî:

|f(x)− b| < ε/2. Ïóñòü x′, x′′ ∈
◦
Bδ(a) ∩X. Òîãäà

|f(x′)− f(x′′)| = |f(x′)− b+ b− f(x′′)| 6 |f(x′)− b|+ |f(x′′)− b| < ε/2 + ε/2 = ε,

òî åñòü ôóíêöèÿ f(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Êîøè â òî÷êå a.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Êîøè â òî÷-
êå a. Âûáåðåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} àðãóìåíòîâ, òàêóþ, ÷òî lim

n→+∞
xn = a, xn 6= a. Òîãäà

íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð N = N(δ), ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n > N è ëþáîãî íàòóðàëü-
íîãî p áóäóò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâà: 0 < |xn− a| < δ, 0 < |xn+p− a| < δ. Â ñèëó óñëîâèÿ
Êîøè èìååì: |f(xn+p)− f(xn)| < ε ïðè âñåõ n > N è p ∈ N. Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëîâàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f(xn)} ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé. Ñëåäîâàòåëüíî, îíà ñõîäèòñÿ.

Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} àðãóìåíòîâ, òàêîé, ÷òî
lim

n→+∞
xn = a, xn 6= a, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè èìååò ïðå-

äåë. Äîêàæåì, ÷òî ýòîò ïðåäåë íå çàâèñèò îò âûáîðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}. Ïóñòü
{x′n}, {x′′n} � äâå ðàçëè÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè àðãóìåíòîâ f(x), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëî-
âèÿì: lim

n→+∞
x′n = a, x′n 6= a; lim

n→+∞
x′′n = a, x′′n 6= a. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî lim

n→+∞
f(x′n) = b′,

lim
n→+∞

f(x′′n) = b′′. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} = {x′1, x′′1, x′2, x′′2, . . . , x′n, x′′n, . . . }.
Î÷åâèäíî, ÷òî lim

n→+∞
xn = a, xn 6= a. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f(xn)} ñõîäèòñÿ. Îáîçíà-

÷èì lim
n→+∞

f(xn) = b. Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {f(x′n)}, {f(x′′n)} ÿâëÿþòñÿ ïîäïîñëåäî-

âàòåëüíîñòÿìè ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {f(xn)}, òî îíè äîëæíû ñõîäèòüñÿ ê òîìó

3



æå ñàìîìó ïðåäåëó. Çíà÷èò, b′ = b′′ = b. Ìû ïîêàçàëè, ÷òî ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çíà-
÷åíèé ôóíêöèè íå çàâèñèò îò âûáîðà ñîîòâåòñòâóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åå àðãóìåíòîâ.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) èìååò ïðåäåë â òî÷êå a.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ôóíêöèè f(x) è g(x) çàäàíû íà ìíîæåñòâå X, a � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà
X, lim

x→a
f(x) = b, lim

x→a
g(x) = c. Òîãäà lim

x→a
(f(x) ± g(x)) = b ± c, lim

x→a
(f(x) · g(x)) = b · c,

lim
x→a

f(x)

g(x)
=
b

c
(â ñëó÷àå, åñëè c 6= 0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {xn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê ìíîæåñòâà X, òàêàÿ, ÷òî
lim

n→+∞
xn = a, xn 6= a. Òîãäà lim

n→+∞
f(xn) = b, lim

n→+∞
g(xn) = c. Çíà÷èò (ïî òåîðåìå îá àðèôìå-

òè÷åñêèõ îïåðàöèÿõ íàä ñõîäÿùèìèñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè), lim
n→+∞

(f(xn)±g(xn)) = b±c,
lim

n→+∞
(f(xn) · g(xn)) = b · c. Åñëè c 6= 0, òî, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà, g(xn) 6= 0

è lim
n→+∞

f(xn)

g(xn)
=

b

c
. Íî ýòî îçíà÷àåò, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ïî Ãåéíå, ÷òî

lim
x→a

(f(x)± g(x)) = b± c, lim
x→a

(f(x) · g(x)) = b · c, lim
x→a

f(x)

g(x)
=
b

c
.

Áåñêîíå÷íî ìàëûå è áåñêîíå÷íî áîëüøèå ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 10. Ôóíêöèÿ α(x) íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé â òî÷êå a, åñëè
lim
x→a

α(x) = 0.

Îáîçíà÷åíèå: α(x) = ō(1), x→ a. ×èòàåòñÿ: ôóíêöèÿ α(x) åñòü î ìàëîå îò åäèíèöû ïðè
x, ñòðåìÿùåìñÿ ê a (èëè â òî÷êå a).

Ïóñòü ôóíêöèè α(x), β(x) îïðåäåëåíû íà ìíîæåñòâå X; α(x) = ō(1), x → a;
β(x) = ō(1), x→ a.

Îïðåäåëåíèå 11. Ôóíêöèÿ α(x) ÿâëÿåòñÿ â òî÷êå a áåñêîíå÷íî ìàëîé áîëåå âûñîêîãî

ïîðÿäêà, ÷åì β(x), åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ áåñêîíå÷íî ìàëàÿ â òî÷êå a ôóíêöèÿ γ(x),
÷òî α(x) = γ(x) · β(x) ïðè âñåõ x, ïðèíàäëåæàùèõ ïðîêîëîòîé δ-îêðåñòíîñòè òî÷êè a
äëÿ íåêîòîðîãî δ > 0.

Åñëè β(x) 6= 0 ïðè âñåõ x ∈
◦
Bδ(a), òî â ýòîì ñëó÷àå lim

x→a

α(x)

β(x)
= 0.

Îáîçíà÷åíèå: α(x) = ō(β(x)), x→ a. ×èòàåòñÿ: ôóíêöèÿ α(x) åñòü î ìàëîå îò β(x) ïðè
x, ñòðåìÿùåìñÿ ê a (â òî÷êå a).

Îïðåäåëåíèå 12. Ôóíêöèè α(x) è β(x) ÿâëÿþòñÿ â òî÷êå a áåñêîíå÷íî ìàëûìè

îäíîãî ïîðÿäêà, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå ïîñòîÿííûå C1, C2, ÷òî C1 · C2 > 0 è
C1α(x) 6 β(x) 6 C2α(x) ïðè âñåõ x, ïðèíàäëåæàùèõ ïðîêîëîòîé δ-îêðåñòíîñòè òî÷-
êè a äëÿ íåêîòîðîãî δ > 0.

Â ÷àñòíîñòè, ýòî âåðíî â òîì ñëó÷àå, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ áåñêîíå÷íî ìàëàÿ â
òî÷êå a ôóíêöèÿ γ(x) è òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ C 6= 0, ÷òî α(x) = β(x)(C + γ(x)) ïðè âñåõ

x ∈
◦
Bδ(a).
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Åñëè β(x) 6= 0 ïðè âñåõ x ∈
◦
Bδ(a), òî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî

lim
x→a

α(x)

β(x)
= C 6= 0.

Îïðåäåëåíèå 13. Ôóíêöèè α(x) è β(x) ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè â òî÷êå a, åñëè ñó-
ùåñòâóåò òàêàÿ áåñêîíå÷íî ìàëàÿ â òî÷êå a ôóíêöèÿ γ(x), ÷òî α(x) = β(x)(1 + γ(x))

ïðè âñåõ x ∈
◦
Bδ(a).

Åñëè β(x) 6= 0 ïðè âñåõ x ∈
◦
Bδ(a), òî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî lim

x→a

α(x)

β(x)
= 1.

Îáîçíà÷åíèå: α(x) ∼ β(x), x→ a.

Ïðèìåð 3. 1) Ôóíêöèÿ x3 = ō(x), x → 0, òàê êàê x3 = x2 · x, ãäå ôóíêöèÿ x2 ÿâëÿåòñÿ
áåñêîíå÷íî ìàëîé ïðè x→ 0.

2) Ôóíêöèè α(x) = 2x è β(x) = 3
√
x3 + x4 èìåþò îäèíàêîâûé ïîðÿäîê ìàëîñòè ïðè

x→ 0, òàê êàê

lim
x→0

2x
3
√
x3 + x4

= lim
x→0

2x

x · 3
√

1 + x
= 2 lim

x→0

1
3
√

1 + x
= 2 6= 0,

òàê êàê lim
x→0

3
√

1 + x = 1 â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ïî Êîøè (ïîêàçàòü!).

3) x2 ∼
√
x4 + x5, x→ 0, òàê êàê

lim
x→0

x2√
x4 + x5

= lim
x→0

x2

x2
√

1 + x
= 1.

Îïðåäåëåíèå 14. Ôóíêöèÿ A(x) íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé â òî÷êå a ñïðàâà

(ñëåâà), åñëè lim
x→a+0

A(x) = +∞ èëè −∞ ( lim
x→a−0

A(x) = +∞ èëè −∞), òî åñòü åñëè

äëÿ ëþáîãî ÷èñëà E > 0 íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî δ = δ(E) > 0, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè x èç
ìíîæåñòâà X ∩ (a, a+ δ) (èç ìíîæåñòâà X ∩ (a− δ, a)) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî
A(x) > E èëè A(x) < −E (çäåñü X � îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè A(x)).

Ïóñòü ôóíêöèè A(x), B(x) îïðåäåëåíû íà ìíîæåñòâå X è ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íî áîëü-
øèìè â òî÷êå a ñïðàâà (ñëó÷àé, êîãäà A(x) è B(x) ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøèìè â òî÷êå
a ñëåâà, ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî).

Îïðåäåëåíèå 15. Ôóíêöèÿ A(x) èìååò â òî÷êå a ñïðàâà áîëåå âûñîêèé ïîðÿäîê ðîñòà,

÷åì ôóíêöèÿ B(x), åñëè ôóíêöèÿ
A(x)

B(x)
ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé â òî÷êå a ñïðàâà.

Îïðåäåëåíèå 16. Ôóíêöèè A(x) è B(x) èìåþò â òî÷êå a ñïðàâà îäèíàêîâûé ïîðÿäîê

ðîñòà, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî C 6= 0, ÷òî lim
x→a+0

A(x)

B(x)
= C.

Ïðèìåð 4. 1) Ôóíêöèÿ A(x) =
1

x2
èìååò â òî÷êå 0 ñïðàâà áîëåå âûñîêèé ïîðÿäîê ðîñòà,

÷åì ôóíêöèÿ B(x) =
1

x
, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ

A(x)

B(x)
ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé â òî÷êå

a ñïðàâà.
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2) Ôóíêöèè A(x) =
1

x
è B(x) = 3 − 1

x
èìåþò â òî÷êå 0 ñëåâà îäèíàêîâûé ïîðÿäîê

ðîñòà, òàê êàê

lim
x→0−0

A(x)

B(x)
= lim

x→0−0

1/x

(3x− 1)/x
= lim

x→0−0

1

3x− 1
= −1 6= 0.

Îïðåäåëåíèå 17. Ãîâîðÿò, ÷òî f(x) = O(1) ïðè x→ a (íà ìíîæåñòâå A), åñëè ôóíêöèÿ
f(x) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a (íà ìíîæå-
ñòâå A).

×èòàåòñÿ: ôóíêöèÿ f(x) åñòü î áîëüøîå îò åäèíèöû ïðè x, ñòðåìÿùåìñÿ ê a (íà ìíî-
æåñòâå A).

Îïðåäåëåíèå 18. Ïóñòü ôóíêöèè f(x) è g(x) îïðåäåëåíû íà ìíîæåñòâå X, a � ïðå-
äåëüíàÿ òî÷êà X (ìíîæåñòâî A ⊂ X). Ãîâîðÿò, ÷òî f(x) = O(g(x)) ïðè x → a (íà
ìíîæåñòâå A), åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ γ(x), îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå X,

÷òî γ(x) = O(1) ïðè x→ a (íà ìíîæåñòâå A) è f(x) = γ(x) · g(x) ïðè âñåõ x ∈
◦
Bδ(a)∩X

äëÿ íåêîòîðîãî δ > 0 (ïðè âñåõ x ∈ A).

×èòàåòñÿ: ôóíêöèÿ f(x) åñòü î áîëüøîå îò g(x) ïðè x, ñòðåìÿùåìñÿ ê a (íà ìíîæåñòâå
A).

Çàìå÷àíèå 2. Âî âñåõ ïðèâåäåííûõ âûøå îïðåäåëåíèÿõ ýòîãî ðàçäåëà â êà÷åñòâå òî÷êè
a ìîæíî áðàòü ±∞.

Ïðèìåð 5. Ðàññìîòðèì ôóíêöèè f(x) = x2 + 2x + 1 è g(x) = x2. f(x) = O(g(x)) ïðè

x→ +∞, òàê êàê
f(x)

g(x)
= 1 +

2x+ 1

x2
= γ(x) è ïðè x > 3 ñïðàâåäëèâà îöåíêà 1 6 γ(x) 6 2,

òî åñòü γ(x) îãðàíè÷åíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè +∞.

Çàìå÷àíèå 3. Åñëè ñóùåñòâóåò lim
x→a

f(x)

g(x)
= C 6= 0, òî ïèøóò: f(x) = O∗(g(x)), x → a.

Íàïðèìåð, x2 + 2x+ 1 = O∗(x2), x→ +∞.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü ôóíêöèè α(x), β(x), γ(x) îïðåäåëåíû íà ìíîæåñòâå X; ïðè ýòîì
ïóñòü α(x) = ō(1), x → a, β(x) = ō(1), x → a, γ(x) = O(1), x → a. Òîãäà
(α(x)± β(x)) = ō(1), x→ a, (α(x) · β(x)) = ō(1), x→ a, (α(x) · γ(x)) = ō(1), x→ a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {xn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê ìíîæåñòâà X, òàêàÿ, ÷òî
lim

n→+∞
xn = a, xn 6= a. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {α(xn)}, {β(xn)} ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷-

íî ìàëûìè, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {γ(xn)} � îãðàíè÷åííîé. Çíà÷èò, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{α(xn)± β(xn)}, {α(xn) · β(xn)}, {α(xn) · γ(xn)} òàêæå ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûìè. Ñî-
ãëàñíî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà ôóíêöèè ïî Ãåéíå, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî lim

x→a
(α(x) ± β(x)) = 0,

lim
x→a

(α(x) · β(x)) = 0, lim
x→a

(α(x) · γ(x)) = 0.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü ôóíêöèè f(x), g(x) îïðåäåëåíû íà ìíîæåñòâå X, lim
x→a

f(x) = b,

lim
x→a

g(x) = c. Åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî δ > 0, ÷òî ïðè âñåõ x èç ìíîæåñòâà
◦
Bδ(a)∩X

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî f(x) > g(x), òî îíî ñîõðàíÿåòñÿ è â ïðåäåëå: b > c.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {xn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê ìíîæåñòâà X, òàêàÿ, ÷òî
lim

n→+∞
xn = a, xn 6= a. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî N = N(δ), ÷òî äëÿ

âñåõ n > N âûïîëíåíî: xn ∈
◦
Bδ(a) ∩ X. Çíà÷èò, f(xn) > g(xn) ∀n > N , ñëåäîâàòåëü-

íî, b = lim
x→a

f(x) > lim
x→a

g(x) = c (ïî òåîðåìå î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå â íåðàâåíñòâàõ äëÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé).

Òåîðåìà 6. Ïóñòü ôóíêöèè f(x), g(x), h(x) îïðåäåëåíû íà ìíîæåñòâå X, ïðè÷åì
lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) = b. Åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî δ > 0, ÷òî ïðè âñåõ x èç ìíîæå-

ñòâà
◦
Bδ(a) ∩ X âûïîëíÿåòñÿ äâîéíîå íåðàâåíñòâî f(x) 6 h(x) 6 g(x), òî ñóùåñòâóåò

lim
x→a

h(x) = b.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {xn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê ìíîæåñòâà X, òàêàÿ, ÷òî
lim

n→+∞
xn = a, xn 6= a. Òîãäà lim

n→+∞
f(xn) = lim

n→+∞
g(xn) = b è íàéäåòñÿ òàêîå íàòóðàëü-

íîå ÷èñëî N = N(δ), ÷òî äëÿ âñåõ n > N âûïîëíåíî: f(xn) 6 h(xn) 6 g(xn). Çíà÷èò,
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {h(xn)} ñõîäèòñÿ è lim

n→+∞
h(xn) = b. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà

ôóíêöèè ïî Ãåéíå, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî lim
x→a

h(x) = b.
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